Expansion del determinante por cofactores

18 de septiembre de 2026
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Expansion por cofactores (por fila o columna)
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Formula de permutaciones

» Formula de permutaciones:

di1 - din

detA=|: .. :ngn(cr) 31,0(1)]|92.0(2) " Ano(n)-
dpl " dpn

» En cada término aparece aj q(1).
» Agrupando por o(1) = j:

det A = Z alj( Z sgn (0) a2,0(2) - a”’”(”l)'

1<j<n (1)—1

qué es esto77?
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Qué calcula sgn(o) a2,4(2) * - - Ano(n)?

> sgn(a) a,5(2) """ Ano(n) = + det Alj-
» Aj; = matriz (n — 1) x (n — 1) que queda
quitando fila 1, columna j.

6 12
A=14 1 3|, All:‘éi' Alzz‘g 2‘ Algz‘g é‘
8 2 4

» . .salvo el signo:

Sgn(O') d2.0(2) """ dno(n) = (_1)J+1 det A].j
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Expansion por primera fila

det A= Z a1 (—1) 1! det Ay;

a1l di12 413
do1 dp a3 = aii
d31 432 da33

dp1 a»
d31 4a3

dr1 a3
as1

d22 a3|
da32 433
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Expansion por primera fila: ejemplo

det A = +a;1det Aj; — appdet A + a3 det Ays.

6 1 2

13 4 3 41
413 _6-‘2 4‘—1-|8 4|+2-‘8 o = —4.
8 2 4 L

=—2 -8 =0
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Para cualquier fila i o columna j

» Cofactores: o
C,‘j = (—1)I+J det A,'j.
» Para fila fija i:

det A = Z a;; C Z ai; (—1)™ det A;;.

1<j<n 1<j<n

» det A" = det A = férmula similar para columna fija J,

det A = Z a; C Z ai; (—1)"" det A;;.

1<i<n 1<i<n
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Expansion por primera columna: ejemplo

aj] aipp a
g1 el . dy2 dz3 di2 413 di2 413

G ap an| laym an > lay axl|’
d31 d32 433

6 1 2

13 1 2 1 2
RN N R
8 2 4 ——
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Matriz adjunta
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Matriz adjunta

adj A = (Cj;) = transpuesta de matriz de cofactores (Cj;).

C,'j = (—1)i+j detA,-j.
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Matriz adjunta: ejemplo

N <
— — N

O < O
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Matriz adjunta: ejemplo

Cor = —
C31 =+

13 4 3 4 1
0 4|7 "2 Cu=lg 4 =8 Cu=tg 5=0
12 6 2 6 1
0 4|70 2=l =8 Cu=—g =4
1 2 6 2 6 1
13:1, C32——43:—10, C33——|—41—2.
adJ A= C12 C22 C32 = 3 38 —10

Ciz Cx3 Cs3 0 —4 2
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Matriz adjunta y determinante

» Calculemos el producto A - adj A.

> A= (a,-j), adjA = (Cj,‘) = ((—1)i+j det A,'j).
» La entrada (/, k) del producto A - adj A:

E a,-jCkJ E a,J
J

» Si k=1, es la formula para det A.

» Si k # i, es la formula para det B, donde B es A con copia de
fila 7 en lugar de fila k. Filas coinciden = det B = 0.

» Conclusién:

k+J det Ak_/

A-adjA=detA I
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Matriz adjunta y determinante: ejemplo

A-adjA=detA-I.

6 12 -2 0 1 -4 0 O
A-adjA=141 3 g 8 —-10|=(0 —4 O
8 2 4 0 —4 2 0 0 -4
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Matriz adjunta y la inversa

» A invertible <= det A #£ 0.

> AradjA=detA-I— 1A adjA=A- (gl adjA) = I

» Conclusién: cuando det A # 0,

1 1
det A

adj A.

» Nota: en practica, A~! se calcula con Gauss—Jordan.
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Matriz adjunta y la inversa: ejemplo

6 1 2 -2 0 1
A=|413], adjA=|8 8 —10]|, detA=—4
8 2 4 0 —4 2
1
1 3 0 —3
At=—adjA=|-2 -2 2
—4
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Regla de Cramer (curiosidad histérica)
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Ecuacién matricial

Ax=b=—x=A1h.
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Regla de Cramer

det A;
detA’
A; = reemplazar la columna i en A por b.

AX=b— x; =
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Regla de Cramer: ejemplo

ox+y+2z =1,
4x+y+3z =1,
8x+2y +4z =1.
6 1 2 112 6 1 2 6 1 1
4 1 3|=-4 113 =-1, |413 =6 4 1 1 =-2
8 2 4 1 2 4 81 4 8 21
-1 1 6 3 -2 1
= — = — X = — = —— X = — —= —,
MNTTLTy T T Ty T2
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Regla de Cramer: demostracién

> x—A_lb

> Al = adjA

> x = = (adj A) b.

» adjA = (Cji).

> X,:ﬁijCJ,’:%.
N

—det A;
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Conclusién
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Determinantes

» A matriz cuadrada de n x n.
» det A: nimero asociado a A.

A=

o0 H~ O
N = =
N

o

o)

—

>

I
o P~ O
N = =
S~ 0N

I

|

S
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Calculos con eliminacién

» Caso triangular:

d11 aj]  *k
* an? ano
: = . .| = d11ax - -app -
* X .-+ app ann entradas diagonales
triangular inferior triangular superior

» Operaciones elementales con filas (columnas):
» F — Fi+ cFj: no afecta det.
» F; < Fj: cambia signo de det.
» F; — cF;: multiplica det por c.
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Férmulas

> D ,S8N0 A14(1) " Ano(n): fOrmula grande con n! términos.

» Expansion por fila i:

det A = Z a,-jC,-j: Z a,j

1<<n 1<j<n

» Expansién por columna j:

det A = Z a;Cij = Z aij (—

1<i<n 1<i<n

I+J det A,j.

1)i+j det A,‘j.
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Propiedades clave

» det AB = det A det B: compatible con producto de matrices.

» det(A") = det A: filas y columnas se pueden intercambiar
cuando hablamos de determinantes.
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Importancia de determinante

» det A #£ 0 <= A invertible <= Ax = b tiene solucién Gnica.

» det A = volumen orientado del «hiperparalelepipedo» que
corresponde a las filas (o columnas) de A.
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