15 de septiembre de 2026
Calculo 1. Parcial 1: Funciones y limites. Soluciones

Pregunta 1 [1pt]|. Dadas las funciones f(z) = 2241y g(z) = V22 4+ x + 1 calcule las composiciones
gofyfey.

Solucion. Vamos a recordar la definicion:

(9o f)(x) = g(f(2));

es decir, para calcular g o f, hay que sustituir la expresion para f(z) en lugar de z en la expresion
para g(z):

(9o f)(@) =g(f(x)) = g(@® +1) = /(@ +1)2+ (z +1) + 1=
VEt 222+ 1)+ (@ +1)+1=Vat+ 222+ 243

Para f o g, tenemos
(fog)(x) = flg(x)),
aqui la expresion para g(z) se sustituye en lugar de = en la expresion para f(z):

(fog)@) = flgz) = F(V2+a+1)= (V2 +a+ 1> +1= (P +z+1)+1=2’+ 2 +2.

Para simplificar el resultado, usamos que (y/a)? = a (cuando a > 0 y la raiz cuadrada esta definida).



Pregunta 2 [1pt|. Relacione las siguientes funciones con su respectiva grafica:

) f(x)=22-3, 2) flx)=a2+x+1, 3)f(z)=(1/3)% 4) f(x)=2%

v [/ VA

d)

Solucidn. La primera funcion f(x) = 2z — 3 es una funcién lineal, su grafica es una recta (linea, de
alli el nombre «lineal»). Entonces, la respuesta es b). En general, una funcion lineal tiene la forma
f(x) = ax + b para algunos niimeros a y b, y su grafica es una recta.

La segunda funcién f(z) = 22 + z + 1 es una funcién polinomial de grado 2, o también se dice
que es una funcién cuadratica, por el grado 2. En general, una funcién cuadratica tiene la forma
f(x) = ax?® + bx + ¢, donde a, b, c son algunos niimeros y a # 0. Su gréifica es una parabola. La
respuesta es a).

La tercera y la cuarta funcion f3(z) = (1/3)%, fa(x) = 2" son funciones exponenciales. Recorde-
mos que en general, una funcion exponencial tiene la forma f(z) = b*, donde b > 0 es un ntimero
fijo.

Si0 < b<1,lafuncion f(z) = b* es decreciente: cuando = se hace méas grande, el ntimero b se
hace mas pequeinio. Por ejemplo,

(5) =0 (5) = () =1 () =5 () =5 B) =20 ) =53
La grafica de f(z) =b" con 0 < b < 1 se ve como la que esta dibujada en d).

Por otra parte, si b > 1, la funciéon f(z) = b” es creciente: cuando x se hace mas grande, el nimero
b* se hace més grande también. Por ejemplo,

1
272 = 2—125, 20=1 2'=9 22=4,22=8, 2 =15, ...

La grafica de f(z) = b" con b > 1 se ve como la que esta dibujada en c).

Conclusién: 1)-b), 2)-a), 3)—d), 4)—c).



Pregunta 3 [2 pts|. Encuentre la funcién inversa f~!(z) de cada una de las siguientes funciones:

1) flx) ==, 2)flz)=22+1 3) f(z)=3" 4)f(x):x3+1.

Solucion. Recordemos la definicion de funcién inversa: f~! debe cumplir con

@) =z, f(f @) ==

En el caso 1), funciona f~!(z) = a:
@) =)=z, f(f (@) =2
En el caso 2), para encontrar la inversa, nos conviene denotar la variable de f~! por y y escribir

f~(y). Consideremos la ecuacion f(z) = 2 + 1 = y. Expresando de aqui = en términos de y, se
obtiene z = y—;l Pongamos

1,y y—1

o) ="~

Calculamos @ o1 9
— _ T+ T
P = ey = S
y también
ftwn = (05 =2 ()t 1= - +1=y.

Esto Verlﬁca que la funcién f~(y) = y% es la inversa. Si queremos, también podemos escribir
=) = 2 , la variable de una funcién puede ser cualquier letra.

En el caso 3), la funcion inversa para f(z) = 3" es el logaritmo correspondiente

-1
[ () =logs().
Esta es la definicién del logaritmo, que es una funcién especial que se introduce precisamente para
invertir la funciéon exponencial.

La inversa de f(z) = b* es f~!(x) = log,(z) para cualquier base b > 0, b # 1. Descifrando la
definicién de la funcién inversa, esto quiere decir que

log,(b*) =z, blo&@) = g

suponiendo x > 0 en la segunda identidad.

En el caso 4), podemos proceder como en 2) y escribir la ecuaciéon f(x) = 23 +1 = y. De aqui
x = J/y — 1. Asi la funcion inversa debe ser

) =Yy -1

Lo podemos comprobar:

W) =fRy-D=RFy-1)>’+1=@y-1+1=y

@) =@ +1) =@ +1) - 1=Vad ==

y también



Pregunta 4 [2 pts|. Una ciudad tiene 10,000 habitantes y su poblaciéon aumenta un 3% cada afio.
(En cuantos anos la poblacion alcanzara 1,000,0007 (Use la calculadora.)

Solucion. Esta pregunta es de la Tarea 2, donde se ven problemas muy similares sobre los logaritmos,
y en clase vimos un ejercicio similar sobre el crecimiento de bacterias.
Nos conviene poner que el ano actual es t = 0, y la poblacién es

N(0) = 10000 = 10%.

Denotemos por N(t) la poblacion en el momento ¢, donde ¢ se mide en anos a partir de ¢t = 0.
Al pasar un ano, la poblacién aumenta un 3 %, y esta sera
N(1) =10*-1,03.
De la misma manera,
N(2) = N(1)-1,03=10%-1,03- 1,03 = 10* - 1,03?,

luego
N(3) = N(2)-1,03=10" 1,033,

etc.

En general, la ecuacion es
N(t) = 10*-1,03".

Queremos encontrar ¢ cuando N (t) = 1000000 = 10°%; es decir, resolver

10% = 10* - 1,03".
Podemos tomar el logaritmo de ambos lados de la ecuaciéon. La base de logaritmo es irrelevante,
pero aqui aparecen potencias de 10, y por lo tanto nos conviene tomar el logaritmo de base 10:

log(10°%) = log;(10* - 1,03").

El logaritmo tiene las siguientes propiedades notables:
logy(zy) = logy(z) + log,(y),

logy (%) = ¢ logy ().

Gracias a esto, nuestra ecuacion se convierte en

log1(10%) = log;(10") + ¢ logy(1,03).



Por la definicién del logaritmo, sabemos que log;q(10%) = 6 y log;((10%) = 4. Para calcular
log0(1,03), nos sirve la calculadora:

log1o(1,03) = 0,0128372....

Esto tiene sentido: se tiene log,(1) = 0 para cualquier base b, y nuestro namero 1,03 esta muy cerca
de 1, asi que log;((1,03) es un poco mayor que 0.

Sustituyendo los logaritmos, nos queda 6 = 4 + 0,0128372 - ¢, es decir,
2 =0,0128372 - t.

Esta es una ecuacion lineal que si sabemos resolver:

2

t=————— = 15579.
0,0128372 ’

Para comprobarlo, calculamos

N(155) = 10* - 1,03'5%° ~ 976719,
N(156) = 10 - 1,035¢ ~ 1006021.

La respuesta es 156 anos.

Asi se ve la grafica de nuestra funcion N(t):
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Pregunta 5 [2 pts|. Encuentre las asintotas verticales de la funciéon racional f(x) = % =
(z—1) (z—3)

T Indique donde se cumple h’mi f(z) = £oo. He aqui la gréfica de la funcién:
Tr—a

| f(x)

Solucion. Vamos a recordar que por la definicion, 2 = a es una asintota vertical para f(z) si

lim f(x) = £o0;

rz—at

es decir, si se cumple una de las cuatro condiciones:

1) lim f(x) = —oo: los valores de f(x) se hacen arbitrariamente negativos cuando nos acercamos
T—a—

a a por la izquierda;

2) lim f(z) = 4o0: los valores de f(x) se hacen arbitrariamente grandes cuando nos acercamos
T—a—

a a por la izquierda;

3) lim f(z) = —oo: los valores de f(z) se hacen arbitrariamente negativos cuando nos acercamos
z—a™t

a a por la derecha;

4) h’m+ f(z) = +o0: los valores de f(x) se hacen arbitrariamente grandes cuando nos acercamos
T—ra

a a por la derecha.



Hemos visto que cualquier funcion racional f(x) = %, donde g(x) y h(x) son polinomios, es

continua en todo punto a donde la funcién esta definida; es decir, donde h(a) # 0. Esto quiere decir
que para cualquier a donde h(a) # 0 se tiene

lim f(z) = f(a),

r—a

y en particular, el limite existe.

Para encontrar las asintotas verticales, nos interesan las situaciones donde el limite no existe. Para
flx) = % esto puede pasar en los puntos a donde h(a) = 0.

_ (=1 (z=3)

En nuestro caso, f(x) = =2 El denominador se hace 0 cuando z = 0 o z = 2. En estos
puntos queremos investigar los limites

lm (x—1)(z—3) Ym (x—1)(z—3) lm (x—1)(z—3) lim (x—1)(z—3)
a—0-  z(x—2) ' a50t xz(x—2) 7 ao2-  z(x—2) 1 ao2t z(z-—2)

(z—1) (z—3)

Para el primer limite lim “— G si tomamos los ntimeros cercanos a 0, pero ligeramente meno-

z—0~
res, entonces t —1 < 0,2 —3 <0, x <0, z—2 < 0. Asi que f(z) = % > 0, los valores de la

z(r—2
. . s . . —1) (z—3
funcion son ntimeros positivos. Mientras « se hace mas cercano a 0, los valores de f(z) = %

se hacen arbitrariamente grandes, y se tiene

lim f(x) = +o0.

z—0~

(z—1) (z—3)

Para el segundo limite, lim = G2y hay que tomar los ntimeros cercanos a 0, pero ligeramente

z—0t

mayores. Enestecasoa:—l<O,3:—3<O,3:>0,:U—2<O,yp0rlotantof(z):w<O.

z (z—2)
(z—1) (z—3)

T—2) 5© hacen

Esto quiere decir que al acercarnos a 0 por la derecha, los valores de f(x) =
arbitrariamente negativos, asi que
lim f(x) = —o0.

z—0t

Los limites en a = 2 se analizan de manera similar: tenemos

lim f(z) = +o0
T2~

lim f(z) = —oc0.

z—21

Entonces, la respuesta es:

= las asintotas verticales son z =0y x = 2,



= en estos puntos se tiene

lim f(x) =+oc0, lim f(z)=—-00, lim f(z)=+o0, lim f(z)=—cc.

z—0— z—0t T2~ z—2+1

Esto se puede ver directamente en la grafica analizando qué sucede con f(z) cuando z se acerca a
0 o 2 por la izquierda o por la derecha.




Pregunta 6 |2 pts|. Calcule los limites

1) lim V322 + 4z +1, 2) lim (S22 ’ 3) lfm Y222 4) lim 222
a1 ’ o\z(z+2) )’ -4 2
Solucion. Para el primer limite, recordemos que:

» g(z) = 322 +4x+1, al igual que cualquier polinomio, es una funcién continua, lo cual significa
que hln f(x) = f(a) para cualquier a; es decir, el limite es el valor de f(x) en x = a,
xX a

» h(z) = /z es también una funcién continua,

» f(x) = (hog)(z) = V322 + 42+ 1 es una funcién continua, siendo la composicion de dos
funciones continuas.

Entonces, en 1), es suficiente sustituir z = 1 para encontrar el limite:

linﬁe/3:v2+4:v—|—1::\3/3-12—#4-1—{—1:\3/@:2.
Tr—r

Los limites 2), 3), 4) son mas interesantes porque tienen la forma lim f(z), donde la funcién f(x)
T—a

no esté definida en x = a, asi que no se puede aplicar la sustitucion directa.

En 2), nos interesa el limite

Para calcularlo, nos sirve saber que
, sinx
lim
z—=0 X

Luego, vamos a recordar la siguiente propiedad:

il_r)ré(f(x) cg(z)) = :,1:1_% f(z) il_r)rég(x), suponiendo que il_r)ré flz)y }Jl_rgg(x) existen.

Y como consecuencia de esto, para cualquier potencia n = 2,3,4,.. .,

lim (f(z)") = ( lim f(ac))n, suponiendo que hln f(z) existe.

r—a <x—>a

. 2 . 2 . 2 2

, sin x 3 sin x , sinxz 1 1 1
lm | ———— ) =(lim —— ) =|( lim - lim =({1l-=] =-.
2—0 \ = (z + 2) 2—0 x (r + 2) =0 x  z—0x 42 2 4

10



En 3), nos sirve la siguiente propiedad: si tenemos f(x) = g(z) cerca de a, pero no necesariamente
en a, entonces

lim f(z) = lim g(z).

r—a T—ra

Aqui tenemos

VT2 VI —2 1
T o4 (Va-2(et2) Vate

para x > 0, x # 4. Entonces, cerca de 4, se tiene f(x) = g(z) = ﬁ, asi

f(z)

-2 1 1
= lim Ve =

1
_— 1, = = —.
el 7—4 el (Vi—2)(Vi+2) eoivz+2 itz A

Aqui en el ultimo paso usamos que \/51 13 € una funcién continua en cualquier punto donde es-

t4 definida, siendo una composiciéon de funciones continuas, asi que es vélido calcular su limite
sustituyendo x = 4.

En 4), la idea es la misma. Para calcular el limite

o2 —x—2
Im ———,
r—2 x—2

podemos factorizar 22 —x — 2 = (z — 2) (x + 1), y luego

2 . _
i & 2:h,m(x 2)(x+1)

T—2 T —2 r—2 T —2 :a1:1—>1112(x+1):3

Respuesta:

lim /322 + 4z +1 =2,
x—1

. 2
3 sinx 1
lm ( ——— | = -,
x%O(x(I‘—}—Z)) 4
VE-2 1
il—rgl r—4 4

2

-2

e e

r—2 x—2
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A continuacién vamos a graficar las funciones cerca de a para visualizar nuestros resultados obtenidos
con manipulaciones algebraicas.
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