Algebra lineal
Tarea 4: Matrices y sistemas de ecuaciones. Determinantes.
Soluciones

4 de septiembre de 2026

1. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

20 =5y — bz =1
-3z +8y+82=1
—Hy—6z=1

usando la matriz inversa A~! para la matriz de coeficientes. Confirme sus calculos
sustituyendo z,y, z en las ecuaciones.

Solucion. La matriz de coeficientes en este caso es

2 -5 -5
A=|-3 8 8
0 -5 -6
Para encontrar la inversa, usamos el algoritmo de Gauss—Jordan sobre la matriz aumentada (A | I).
1 % x
Primero, queremos obtener en la parte izquierda una matriz de la forma [ 0 1 x |,y después usar
0 0 1

los unos de la diagonal para eliminar las entradas que estan por encima de ellos.



2 -5 —5,1 0 0 . 1 -2 5.1 90
F1— = Fy 2 202
3 8 s8'010 | 2% -3 s 0 1 o | DBzBasA,
0 -5 —6'0 0 1 0 -5 —610 0 1
1 -5 _5'1 g ¢ 1 -5 371 00
2 2 2 2 2 2
0 3 3,5 10 o2l g 17 g '3 2 0 F3—F3+5 F)
0 -5 —610 0 1 0 -5 —610 0 1
1 -5 5,1 0 0 1 -2 -5, 4 0 0
2 2" 2 o 2 2 2 .
0 1 1'3 2 0|28 1o 1 13 2 o |B2B5
0 0 -1'15 10 1 0 0 1 1-15 —-10 -1
5 5 "' 1 5 5
1 _E _§ : i 0 0 F1~>F1+% F3 1 _§ 0 : _37 _25 _5 F1~>F1+% F2
o 1 0,18 12 1 |————0 1 0,18 12 1 |——""
0 0 1 1-15 —-10 -1 0 0 11-15 —-10 -1
1 00, 8 5 0
01018 12 1
00 11-15 —10 -1
Entonces, segiin nuestros céalculos,
8 5 0
At=118 12 1
-15 —10 -1
Para comprobarlo, podemos calcular
8 5 0 2 -5 —5 1 00
AtAa=118 12 1 -3 8 8 |= 1 0] =1
—15 —10 -1 0 -5 —6 00 1

Por ejemplo, en la entrada (1,1) del producto de matrices esta
8-2+5-(-3)+0-0=1,
y en la entrada (1,2) esta
8- (=5)+5:-8+0-(=5) =0,

etc.
Ahora, nuestro sistema de ecuaciones puede ser escrito como una ecuacién con matrices

x 1
Aly]l =11
z 1

Usando que A es invertible, se puede multiplicar ambos lados por A~! por la izquierda para obtener
la Gnica solucién del sistema:

T 1 8 5 0 1 13
yl=A1t11]=18 12 1 1] =1 31
2 1 -15 —-10 -1/ \1 —26



Podemos sustituir x = 13, y = 31, z = —26 en las ecuaciones para comprobar que esta es la solucién
correcta:

20 — b5y —52z=2-13-5-314+5-26 =1
—3r+8y+8=-3-134+8-31-8-26=1
-5y —62=-5-314+46-26=1

2. Calcule los siguientes determinantes usando la eliminacion:

1 2 -2 1 0 -4
-1 1 0/, |-1 -2 -—5|,
—2 —6 -2 0 2 -4
1 -1 —6 —4 2 -5 -1 -1
0 -5 -4 -2/ |-2 1 -3 —4
0 2 -2 -1/ |-3 2 2 1
0 0 -1 0 -2 3 -3 -3

Solucion. La idea es usar las operaciones elementales sobre las filas (o sobre columnas) para obtener
una matriz triangular
ay;  k * *
0 a9y * *
0 0 ass *
0 0 0 Q44

y luego usar que para esta matriz el determinante es el producto de los ntimeros en la diagonal
(11022033044

La operacion elemental F; — F;+aF; no afecta el determinante, mientras que F; — aF; lo multiplica
por a y el intercambio de filas F; <+ F; cambia el signo del determinante.

Para la primera matriz:

o=+

1 2 -2 1 2 -2 12 -2
F3—F3+2 F F3—F5+2 F 292
11 of 2 3 o PTETET g 3 9| =1 3'(‘?):—22
-2 -6 -2 0 -2 -6 00 —2%
Para la segunda matriz:

1 0 -4 1 0 -4 1 0 -4

1 -2 -5 BB g o o] BTBAR g 9 9| = 1.(-2).(~13) = 26.
0 2 -4 0 2 -4 0 0 -13



Para la tercera matriz:

1 -1 -6 —4 1 -1 -6 -4 1 -1 -6 -4
0 -5 —4 —2|B—>RB+iR |0 -5 —4 -2|RA-FR-%FB|0 -5 —4 =2
= 18 9 = 18 9| =
0o 2 -2 -1 0o 0 -5 -z 0 0 -3 -
0 0 -1 0 0 0 -1 o0 o 1
1 1
1 (=5)- (-2 ) 5 =9
Para la ultima matriz:
Fo—Fo+Fy
2 -5 -1 -1 F3—>F3+%F1 2 -5 -1 -1 F3—>F3—%F2 2 -5 -1 -1
-2 1 =3 —4| Fa—FRt+hR 0 -4 —4 —5| BamFR—3FR |0 —4 —4 —5| K—F+lFs
= 111 1 = 51 =
-3 2 2 1 0 -5 3 —3 0 0 6 <%
-2 3 -3 -3 0 -2 -4 -4 0 0 -2 —%
2 -5 -1 -1
0 -4 —4 -5 )
00 6 % =2 (—4)-6'§——30
0o o0 0 g
3. Demuestre la siguiente férmula:
1z 23 3
1 zo 23 a3
1 T3 l’% .1‘% :(.CL'Q—xl)(wg—.%'1)(.%4—.%'1)(.%3—.972)(1'4—.%2)(564—.%3).
1 x4 22 23

Solucion. Este ejercicio es un poco mas laborioso y es opcional, aqui no se trata de numeros,
sino de expresiones algebraicas con variables x1, 2, x3, x4, pero funcionan las mismas operaciones
elementales con filas y columnas.

Primero, restamos la primera fila a cada una de las filas siguientes, y nos queda

1 1 x? 3
0 z9—m 25—a2} 23—23
0 z3—x1 o5 —27 23— T}

0 z4—m 25—2} 2} -2}

Ahora, gracias a las identidades

a?> —b* = (a+b)(a—0),

a® —b% = (a—b) (a* + ab + V?),
notamos que las filas 2, 3,4 tienen un miltiplo comtun que se puede sacar del determinante:
1 = z? 3
0 1 x9+x1 a;%—kxla;g—i—x%
0 1 xz3+4+z1 :E%—{—xwg—i—x%'
0 1

Ty + a1 xE 4 Ty +ad

det A = (9:2 — 331) (xg — xl) (1‘4 — 931)



Al 1ultimo determinante se pueden aplicar las operaciones elementales, y nos conviene hacerlas con
columnas: C3 — C3 — £1C5 nos da

3
0 x

1

0 1 x9 x% + x120 + :c%
0 1 =x3 x§+$1x3+$% ’
0 1 x4 :U?l + x124 + x%

x

[y

det A = (x3 —x1) (3 —x1) (x4 — 271)

A esta matriz le aplicamos Cy — C4 — £1C3 — 1'%02:

1 =z 0 O
det A = (2 — x1) (z3 — 1) (x4 — 1) 8 1 ii ig .
0 1 =4 22
Ahora aplicamos Cy — Cy — x1C1:
1 0 0 O
det A = (z9 — 1) (3 — 1) (4 — 1) 8 1 ii ig :
0 1 z4 23
Y ahora C3 — C3 — 29 Cy, Oy — C4 — m% Cy:
1 0 0 0
det A = (zg —x1) (3 — 1) (4 — 271) 8 i x38x2 x%ox% .
0 1 z4— 22 xi — x%
En fin, aplicamos Cy — C4 — (23 + x2) Cs:
1 0 0 0
det A = (zo — 1) (3 — 1) (T4 — 1) 8 1 :UgE:vg 8
0 1 m4—x9 23— 23— (34 22) (T4 — 72)

Este es el determinante de una matriz triangular (inferior), tenemos

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 53— 0 =1-1- (23 —2) - (24 — 23) - (24 — 72),
0 1 x4—x9 22— 23— (v3+ 22) (T4 — T2)

donde (z4 — x3) - (¥4 — x2) = 23 — 23 — (w3 + 22) (24 — 22). Juntando los calculos,

det A = (2 — x1) (z3 — 1) (x4 — 1) (23 — 22) (T4 — x2) (T4 — x3).

Esto funciona para cualquier matriz de n x n

1 oz ad - a2t
2 n—1

1 xo x5 -+ T

1z, 22 - a7t



La matriz se conoce como la matriz de Vandermonde, y su determinante es

1<i<j<n
Por ejemplo, para 2 x 2 la formula es
'1 I
= T2 — 1,
1 i)
y para 3 X 3 es
1 z 2
1 Xy
1 i) .CC% = (1,‘3 — xg) (xg — $1) (:UQ — $1).
1 x3 23

Trate de demostrar el caso de 3 x 3 usando las operaciones elementales.



