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Definicion. Fijemos algiin n=1,2,3,... y consideremos la siguiente relacién sobre los nimeros enteros: se
dice que ay b son congruentes modulo r si n divide a a— b:

a=b (moéd n) < n|(a-Db).
En otras palabras, a y b tienen el mismo residuo de la division por 7.

Problema 2.1. Demuestre que la congruencia méd n es una relacién de equivalencia: para cualesquiera
a,b,ceZ se tiene
a=a, a=b=>b=a, a=byb=c>a=c.

Definicién. Las clases de equivalencia se llaman los residuos médulo 71| La clase de equivalencia de a
sera denotada por [a],, 0 simplemente por [a]:

[a]n: [b]n <~ a=b (méd n.

El conjunto de los residuos mod n se denota por Z/nZ. Note que este tiene precisamente n elementos,
representados por los posibles residuos de division por n:

ZinZ ={[0], [1], ..., [n—1]}.
Problema 2.2. Demuestre que si a=a’, b=b’, entonces
a+b=d +b', ab=d-b.
Esto quiere decir que la adicién y multiplicacién tiene sentido para los residuos mod n: podemos definir
lal + bl =[a+D], [al-[D]l=]la-b].
En lugar de [0],, y [1], sera conveniente escribir simplemente 0y 1.

Ejemplo. He aqui las tablas de adicion y multiplicacién médulo 5:

+/0 1 2 3 4 x|0 1 2 3 4
0|0 1 2 3 4 0j0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 01 2 310 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 2 1

* .z . 7
O también residuos maédulo r.



Ejemplo. He aqui las tablas de adiciéon y multiplicacién médulo 6:

+/0 1 2 3 4 5 x|0 1 2 3 4 5
0/{0 1 2 3 4 5 0|0 0 0 0 0 O
111 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 4 5 01 20 2 4 0 2 4
3(3 4 5 0 1 2 3/0 3 0 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
5/5 0 1 2 3 4 5/0 5 4 3 2 1

Problema 2.3. Compile las tablas de adicién y multiplicacién méd n =7, 8.
Problema 2.4. Demuestre que las ecuaciones
3x2+2:y2, 7x3+2:y3

no tienen soluciones x, y € Z, usando reduccién moédulo algunos p.
Problema 2.5. Sea p un nimero primo.

a) Demuestre que p| (’Z) parak=1,2,...,p—1.

b) Deduzca de a) que (”;') = (-DF (méd p).

¢) Deduzca de a) la «férmula del binomio méd p»:

(a+b)P =a”+bP (mod p)
para cualesquiera a,b e Z.

d) Deduzca de c) el pequeno teorema de Fermat: a” = a (mdd p) para todo a € Z.
Sugerencia: use induccién con caso base a =0y el paso inductivo mediante (a+1)” = a” +1 (méd p).

Problema 2.6. Demuestre las siguientes congruencias méd p:

1+2+3+---+(p—1)=0para p #2,
12422432 4...4+ (p—1)?>=0para p#2,3,
1B+234+33 4. 4 (p-13=0parap#2.



