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Definicion. Se dice que un residuo x € Z/nZ es invertible si existe otro residuo y € Z/nz tal que xy = 1. En
este caso también se escribe y = x71.
De manera equivalente, a € Z es invertible mod » si existe be Z tal que ab=1 (mébd n).

El conjunto de los residuos invertibles médulo n se denotara por (Z/nz)*.
Ejemplo. He aqui los residuos médulo n = 15 y sus inversos; «—» significa que el residuo no es invertible.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
- 18 — 4 — — 13 2 — — 11 — 7 14

Problema 1.1. Demuestre que si x,y € (Z/nZ)* son residuos invertibles méd n, entonces x~! y xy son
también invertibles.

Problema 1.2. Demuestre que si x € Z/nZ es invertible, entonces su inverso x~! es tinico (como residuo
moéd n).

Problema 1.3 (Cancelacién). Demuestre que si x, y,z son residuos médulo 7, y z es invertible, entonces
xz = yz implica que x = y. ;Qué pasa si z no es invertible?

Problema 1.4. En este problema vamos a probar que [a], es invertible si y solo si mcd(a, n) = 1:
(ZInz)* ={[al,, |10 < a<n, mcd(a,n) =1}.
a) Simcd(a, n) =1, use la identidad de Bézout para encontrar [al;!.

b) Demuestre que si x, y € Z/nZ son dos residuos no nulos tales que xy = 0, entonces x e y no pueden ser
invertibles.

(En otras palabras, si n| ab para nta, ntb, entonces a y b no son invertibles médulo n.)
¢) Simcd(a,n) > 1, use el punto anterior para probar que a no es invertible méd n.

Problema 1.5. Para n = 5,6,7,8 encuentre cuales residuos méd n son invertibles y escriba sus inversos
correspondientes.

Problema 1.6. Calcule [6];.

Problema 1.7 (Teorema de Wilson). Sea p un primo.

1

a) Demuestre que para todo x € (Z/pZ)* se tiene x~' = x si y solamente si x = +1.

b) Deduzca de a) que (p—1)!=-1 (mdd p).
¢) Demuestre que (n—1)!=0 (méd n) si n=6 es compuesto.

Problema 1.8. Demuestre que para todo primo impar p, el numerador de
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I+=+ =+t ——
23 p-1
es divisible por p.
Sugerencia: 1,2,..., p — 1 son invertibles méd p.



