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Un resultado importante que me gustaria presentar a continuacion es el siguiente teorema, descubierto
por Lagrange.

Sea p un nimero primo. Consideremos un polinomio con coeficientes enteros
fx)=apx"+---+a; x+ ag,

donde p+t a,. Entonces, la congruencia f(x) =0 (méd p) tiene < n soluciones.

Recuerde que un polinomio de grado n siempre tiene < n raices reales o complejas. El resultado de arriba
nos dice que lo mismo sucede con congruencias polinomiales mdd p. El argumento es bastante sutil, asi que
lo voy a dar por completo, sin convertirlo en otro problema mas.

Demostracion del teorema de Lagrange. Se procede por induccién sobre n. El caso base es n = 1, cuando el
polinomio en cuestion es lineal.

Para el paso inductivo, supongamos que el resultado se cumple para los grados < n. Ahora si f(x) =0
(méd p) no tiene soluciones, no hay que probar nada. Sino, sea a € Z una solucion, asi que f(a) =0 (méd p).
Podemos dividir f(x) por el polinomio moénico lineal x — a. Nos quedara

f=x-a)glx)+r,

donde

2

gX)=bp 1 X" L4 by o x4+ by x+ by,

y ptbu-1 = ay. Sustituyendo x = a, notamos que r = f(a). Entonces, médulo p se tiene
f)=x-a)gx) (modd p).
Ahora dado que p es primo (!), tenemos
fX)=0 <<= x=ao0g(x)=0 (modd p).
Por la hipdtesis de induccién, g(x) =0 (méd p) tiene < n—1 soluciones. O

Ejemplo. El teorema de Lagrange implica que la congruencia x” =1 (méd p) no puede tener mas de n
soluciones mdd p. En particular, x> =1 (méd p) tiene solamente las soluciones obvias x = +1. Sin embargo,
hay 4 soluciones maéd 8:

12=32=5°=7°=1 (méd 8).

Esto sucede porque 8 es un nimero compuesto.



Problema 4.1 (Teorema de Wilson-2). Consideremos la congruencia x”~' =1 (méd p).

a) Combine el pequeno teorema de Fermat con nuestra prueba del teorema de Lagrange para establecer
la congruencia de polinomios

xp_l—lz(x—l)(x—Z)---(x—(p—l)) (médd p).

b) Deduzca de a) el teorema de Wilson: (p—1)!=-1 (méd p).

Problema 4.2. Use el teorema de Lagrange para probar que si d | (p — 1), entonces la congruencia x¢ =
(méd p) tiene precisamente d soluciones.
Sugerencia: factorice xP~1 —1= x%=1)(-), y recuerde el pequeno teorema de Fermat.

Problema 4.3. Demuestre que xP?+xP"1+...+x+1=0 (méd p) tiene exactamente p—2 soluciones. ; Cudles
son?



