Algebra lineal
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1. Sistemas de ecuaciones lineales
Algebra lineal estudia las relaciones lineales. Estas toman la forma:
ax)+---+anx, =c¢c,

donde x,...,x, son variables y ay, ..., a,, c son algunos nimeros. Para que la relacién no sea
trivial, se excluye el caso en que los coeficientes ay, ..., a, son todos nulos.
El concepto de relaciones lineales viene de la ecuacién de una recta en el plano («lineal» de
«linea»):
ax+by=c.

Por ejemplo, la ecuacion 3x —2y =1 define la recta dibujada abajo:

Las relaciones lineales suelen ser las mds accesibles, y el dlgebra lineal estudia como trabajar
con ellas. En los problemas de la vida real, las variables normalmente se relacionan de manera
mas complicada que lineal, pero para hacer los cdlculos précticos, un problema se puede «li-
nearizar», es decir, aproximar por un modelo lineal, porque es mucho mas sencillo trabajar con
las ecuaciones lineales.

1.1. Ecuaciones lineales en dos variables

Las cosas interesantes empiezan cuando tenemos varias ecuaciones lineales y buscamos su
soluciéon comun (= solucidn del sistema de ecuaciones). Por ejemplo, si tomamos otra ecuacion
lineal:

2x—-y=2,

esta define otra recta, y su interseccioén con la anterior es (x, y) = (3,4).



Esta es la solucion del sistema de ecuaciones lineales
3x-2y=1
2x—y=2
Para dos rectas en el plano, es decir, para un sistema de ecuaciones lineales
anx+apy= bl
a1 X+ axy=Db;
existen tres posibilidades:

1. Caso comun / normal: las rectas tienen un solo punto de interseccién que corresponde a
una solucién unica (x, y).

2. Las dos ecuaciones en realidad definen la misma recta, y todos los puntos sobre esta son
soluciones.

3. Lasrectas son paralelas, no tienen interseccion; es decir, el sistema de ecuaciones no tiene
solucién. Se dice también que las ecuaciones son inconsistentes.

Por ejemplo, el sistema
3x-2y=1
6x—4y=2
tiene un ntimero infinito de soluciones: la segunda ecuacion es equivalente a la primera y define
la misma recta. Por otra parte, el sistema
3x-2y=1
3x-2y=-1
no tiene soluciones: se ve que las ecuaciones no son compatibles y geométricamente, estas
definen rectas paralelas con la misma pendiente %
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Esta imagen geométrica es til para tener una intuicién de qué estd pasando. Para hacer
célculos, analizar y resolver un sistema particular de ecuaciones lineales, necesitamos desarro-
llar un procedimiento algebraico.

Para un sistema de dos ecuaciones en dos variables, no es dificil describir la solucion gene-
ral.

apnx+apy=b (%)
A X+ a2y =by  (%%)
Si algan coeficiente a;; es nulo, por ejemplo, a;» = 0, entonces de (*) podemos expresar

X= —ub—lll (suponiendo ay; # 0), luego sustituir este valor en (*) y encontrar y.
El caso interesante es cuando ninguno de los coeficientes a;; es nulo. Para que nos quede
una ecuacion con x, primero multiplicamos (*) por ay, y (**) por a;2:

a1 Ay X+ aip Az y = ax by
a1 X+ aippaxy=apzb;

Este sistema de ecuaciones es equivalente al sistema inicial; es decir, tiene exactamente las mis-
mas soluciones, bajo nuestra suposicion (!) de que az» # 0y a2 # 0. Restando las ecuaciones,
se cancela el término con y, asi nos queda:

(ar1 axo — arz ax1) x = ax by — a2 b.

Cuando
ar az — ap daz 70,

habra una solucién tnica
azy by — ayz by

ay a2 — a2 az



Lo mismo se puede hacer eliminando x: multiplicamos (*) por ay; y (**) por ay;:
a1 a1 X+ aip azy y = a1 by
an ax; x+ay axpy=anb;
de donde
(aiz a1 — ar1 az2) y = ap1 by — an b,

y habra solucion tnica bajo la misma condicion de arriba ay; aze — a2 az; # 0.
Analizando con cuidado todos los casos, se puede llegar a la siguiente conclusion:

1.1.1 Proposicién. Un sistema de ecuaciones lineales en dos variables

anx+apy=h

ajnx+axpy= bg
tiene una solucion unica si y solo si
ar az — az az # 0.

Cuando este ntimero es nulo, el sistema no tiene soluciones o tiene un niuimero infinito de solu-
ciones.

El nimero de arriba se conoce como el determinante del sistema de ecuaciones.

1.1.2 Definicion. Para un sistema de dos ecuaciones en dos variables, el determinante viene
dado por
ay a

=da)) azp —ayz az).
)

Mads adelante en el curso vamos a definir los determinantes para ecuaciones en n variables.
Las expresiones para x e y con el determinante:

by a» ayn b

= by az _ by axp — ayz bo = a b _ ay1 by — by ay;
ap  ap ap agzz — a2 a1 ap ap ap azo — Ay azy
azr az a1 apo

son casos particulares de la regla de Cramer, que también se vera para el caso de n variables.

1.2. Ecuaciones en tres variables
Ahora, si nos movemos al caso de tres variables, las ecuaciones lineales toman la forma
ax+by+cz=D

para algunos coeficientes a, b, ¢, D, donde no todos a, b, ¢ son nulos. Esta ecuaciéon define un
plano H en el espacio tridimensional. Dos planos H; y H», de manera similar a dos rectas en el
plano, tienen tres opciones:



(1) Los planos se intersectan en una recta Hy N H, = L.
(2) Los planos coinciden: H; = H.
(3) Los planos son paralelos y no tienen intersecciéon: H; N H, = @.

Luego, si consideramos el tercer plano Hs, hay las siguientes opciones:

(1.1) Hj intersecta la recta L en un punto.

(1.2) L pertenece a Hs.

(1.3) Lesparalelaa Hs.

(2.x) Opciones similares a las de arriba para H; = H> y Hs.

(3) Los planos son paralelos y no tienen interseccion.
En general, un sistema de tres ecuaciones en tres variables x, y, z toma forma

d11x+[l12y+[11322b1
a21x+a22y+a23z:bg

az1 X+ daspy+daszz= bg
para algunos nimeros a; j, by. Por lo que acabamos de decir, habrd tres opciones:
(1) Hay una solucién tinica.
(2) No hay ninguna solucion.
(3) Hay un nimero infinito de soluciones que estdn en un plano o una recta.

En este caso no vamos a tratar de analizar la solucién general como lo hicimos para dos
variables: esto seria todavia més tedioso y nos daria una férmula poco ttil en la practica.
En general, una ecuacion lineal de la forma

ayx;+--+apx,=Db,

donde no todos los a; son nulos, define un hiperplano de dimensién n —1 en el espacio n-
dimensional. La interseccién de dos hiperplanos, si no es vacia, es un hiperplano de dimension
menor (dos rectas se intersectan en un punto, dos planos se intersectan en una recta, etc.).



1.3. Ideade eliminacion

Lo que se puede hacer en cdlculos practicos es eliminar las variables una por una. Veamos
un ejemplo particular.

2x—y+z=4 (1.1)
X+y—-z=2 (1.2)
x=-3y+z=-2 (1.3)

Empezamos por quitar x de las ecuaciones (1.2), (1.3). Para esto nos conviene multiplicar la
ecuaci6n (1.1) por 3:

x—1y+1z:2
2 2
X+y—z=2
x—3y+z=-2

Al multiplicar una ecuacién por una constante c # 0, se obtiene un sistema equivalente (con
las mismas soluciones).
Ahora podemos restar la primera ecuacion de las otras dos:

X = +1 2 (1.4)
—_—— —Z: .
2y 2
1 > > 0 (1.5)
— —-——Z= .
2y 2
> +1 4 (1.6)
—_— —Z:— .
2y 2

Al sumar o restar una ecuacion de otra, las soluciones del sistema tampoco cambian. Asi que
lo que nos queda es un sistema equivalente, pero mas sencillo: x ya no aparece en (1.5) y (1.6).

Ahora podemos eliminar y de (1.6) de la misma manera. Primero multiplicamos (1.5) por %
para obtener el coeficiente 1 para y:

11
x—5y+§z—2 (1.7)
X y—2z=0 (1.8)
5 1
—§y+§z——4 (1.9)

Sununnos(L9)+(L8)xg:
1 1
X—=—y+-z=2
2y 2
y—2=0
—2z=-4




Para terminar, multiplicamos la tltima ecuacién por — %:

X L +1 2
—_— —Z=
2y 2

y—2=0
z2=2

Este sistema de ecuaciones es equivalente al que teniamos al inicio, pero es mucho més facil
de resolver porque basta sustituir los valores paso a paso:

z=2,

y=z=2,
2+1 L 2
X = —y——2z=2.
2y 2

Este ejemplo fue disefiado para tener soluciones sencillas, pero en general, hay que tener
cuidado con las operaciones aritméticas con fracciones para no equivocarse y obtener la res-
puesta correcta. Para propdsitos did4cticos, haremos estos cédlculos a mano. Los sistemas que
aparecen en la vida real suelen tener muchas variables.

Lo que acabamos de hacer se conoce como la eliminacién gaussiana:

1. Primero, las variables se eliminan una por una de las ecuaciones de abajo (posiblemente
reordenando las ecuaciones), hasta obtener un sistema equivalente de la forma

x+a12y+a13z:b1
y+axsz=Db
Z:bg

2. Luego z, y, x se encuentran con sustitucion, en este orden.

1.4. Eliminacion gaussiana
En general, un sistema de m ecuaciones lineales con n variables x;,..., x, tiene la forma

annx + apxy +---+ AinXy = bl
a1 x; + A Xy + -+ WXy = bg
(1.10)

Am-11X1 + Am-12X2 +++ Am-1,nXn = bm-1
amiX1 + AmpmaXo + -+ AmnXn = by

En esta numeracion, a;; es el coeficiente de x; en la i-ésima ecuacion.

En lo que sigue vamos a revisar la eliminacién gaussiana para el caso general. El proce-
dimiento consiste en manipulaciones aritméticas con los coeficientes a;; y bx. Nos conviene
introducir un objeto especial que empaca estos nameros.

*Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matemético aleman.



1.4.1 Definiciéon. La matriz aumentada de un sistema de ecuaciones (1.10) es la tabla de nu-
meros con m filas y n+ 1 columnas, donde en la i-ésima fila se encuentran los coeficientes de
la i-ésima ecuacion:

an a2 - aip 1 by
|

az  azp - G, b
|
o

aml Am2 - amnjbm

Los numeros a;j, b; se conocen como las entradas o elementos de la matriz. Vamos a conocer
las matrices y su significado mds adelante, por ahora es solo un recurso computacional.

1.4.2 Proposicion. Las siguientes operaciones elementales no cambian la solucion del sistema:

1) F; — cF;: multiplicar (o dividir) una fila por un nimero c # 0.

2) F; — F;+ cF;:sumar (o restar) un multiplo de una fila a otra fila.

3) F; < F;j:intercambiar dos filas.

En esta notacién, la multiplicacién por un nimero se hace entrada por entrada:
cF; =(caj,cajs,...,cajn, ch;),
y la suma también:
Fi +Fj = (ail + ajl,aig + ajg,...,a,-n + ajn,bl- + bj).
Demostracion. La operacion 1) no afecta las soluciones porque la ecuacion
apx1+---+ajpxn=>b;

es equivalente a
caj1 X1 +--+cajy X, =ch;

—aqui ¢ se puede cancelar, puesto que ¢ # 0.
De manera similar, en 2), las ecuaciones

Aj1 X1+ + Ain Xn = bj,
ajpxy+-+ajpxp=Dbj

son equivalentes a

aj1xy+--+ajpxy=bj,
(aj1 +caj) xy+---+(ajn+cajy) X, = b; + cb;.

En fin, la operacion 3) simplemente reordena las ecuaciones. O



La eliminacién gaussiana se puede presentar como una aplicacién de estas operaciones
hasta que la matriz toma la siguiente forma especial.

1.4.3 Definicién. Una matriz escalonada es una matriz que cumple las siguientes condiciones:

= Todas las filas cuyos elementos son nulos estdn debajo de las filas que contienen algun
elemento distinto de cero.

= En cada fila no nula, el primer elemento distinto de cero aparece a la derecha del primer
elemento distinto de cero de la fila anterior.

= Los elementos que estdn debajo de un primer elemento distinto de cero son iguales a
cero.

El primer elemento no nulo en una fila se denomina pivote (o también un elemento prin-
cipal).

1.4.4 Ejemplo.

2 3 -20
0 -3 7 5
0 0 0 3
0 0 0 O

es una matriz escalonada; los elementos 2, —3, 3 son los pivotes.

Los pivotes forman una especie de escalera, de ahi el nombre «matriz escalonada».
Notamos que dividiendo cada fila por su primer elemento no nulo, siempre podemos supo-
ner que los pivotes son iguales a 1:

1 * % %
0 1 = =
0 0 0 1
0 0 0 O

No es realmente necesario para resolver el sistema de ecuaciones, pero esto simplificard algu-
nos célculos, y nos servird mas adelante en §2.7 para definir una variacién de la eliminacién
gaussiana. Esta matriz con pivotes iguales a 1 se conoce como escalonada reducida.

1.4.5 Ejemplo. Consideremos el sistema de ecuaciones

2x+y—-2z=5
X—y+3z=7
X+y+z=9
Su matriz aumentada es ‘
1 -1,5
-1 37
1 119



Ahora las operaciones elementales nos dan

-1 L1
21 15\ o (13
1 -1 3, 7|]——| 1 -1 3
1 1 19 1 1 1
1 1 _1:5 1 1 _1
0 _2§ Zzlé FZ;_%EZ_, 0 i _%
2 32 3
1 1 3
0 7 3% 02 3
1 L 1.3 1 L
2 2 —3F 2
01 _2:_3 85 1o 1
oo 28 00
Asillegamos al sistema equivalente
+1 1 5
X+-y—--—z==
277 2°72
! 3
——Zz=—
y 3
z=3
de donde
z=3,
! 3=4
=—=2Z—0=4,
y 3
5 1 +1 9
X==——=y+-2z=2.
2 2y 2
1.4.6 Ejemplo. Consideremos el sistema
3y+z=4
3x+2y—z=4
-3x+y+2z=1
Escribamos la matriz aumentada:
0 3 1.4
3 2 -14
-3 1 211

No podemos usar la primera fila para la eliminacién; vamos a empezar por el intercambio de

11

5\ PB—FR-R
2 F3—F3—-F;
7 S
9

5

_23 F3—F-1F
13

2
_1' 5

1k
—£ -3

1 '3




filas F) — F». Las operaciones elementales nos llevan a

R e IO R = U0 (PO S} f oy
-3 1 2 jl -3 1 2 jl -3 1 2 jl
1 % _%i% FZ_’%F2 1 % _I%ijgll FB—F-3F 1 % _I%ijgll
03 1 ,4|——[o0o1 L 3 o1 1.3
03 1'5 03 115 00 01

El sistema que nos queda no tiene soluciones porque la tltima fila corresponde a la ecua-
cion0=1.

1.4.7 Ejemplo. Ahora consideremos el sistema de ecuaciones

2x—y+2z=10
X+2y—2z=8
xX—8y+7z=-4

que corresponde a la matriz

2 -1 2,10
1 2 -1,8
1 -8 7 14
La reduccion nos da
F—-F-2F
2 -1 2 .10 . 1 2 -1, 8 P FoF,
1 2 -1/8 |—22 -1 210
1 -8 7 1 -4 1 -8 7 1 -4
12—1}8F e —1}8FF10F12—1}8
| 277542 41 6 3—F3+10F, 416
o 5 4,6 |——|0 1 -3, ¢ | /=01 -%,2
0 —-10 8 '—12 0 -10 8 '-12 00 010

Aqui en el ultimo paso se cancel6 todo, y la tltima fila corresponde a la ecuacion trivial: 0x +
0y +0z = 0 para cualesquiera x, y, z. El sistema que nos queda es

xX+2y—-z=8
4 6
——Z=—-

Y 5 5

Hay un ntimero infinito de soluciones: para cualquier eleccion de z, la segunda ecuacién nos
dard un valor de y, y sustituyéndolo en la primera ecuacion, se obtiene x.

No es muy dificil convencernos de que las operaciones elementales siempre nos llevan a una
matriz escalonada, y revisando qué significa esta matriz en términos de ecuaciones lineales,
llegamos a la siguiente conclusion.

12



1.4.8 Proposicion (Eliminacion gaussiana). Usando las operaciones elementales, la matriz au-
mentada

apn a2 - aip i by
|
an G - Gp | b
|
|
aml Am2 - amnlbm

siempre se puede reducir a una matriz escalonada. También se puede suponer que en esta matriz
cada pivote (el primer coeficiente no nulo en una fila) es igual a 1.

1) Sila matriz escalonada contiene una fila de la forma
00 - 01 ¢

con ¢ # 0, entonces el sistema de ecuaciones no tiene soluciones. Esto corresponde a una
contradiccion 0 = c.

2) Si cada pivote corresponde a una variable, entonces hay una solucién tinica. Para esto el
niimero de ecuaciones (después de eliminar las ecuaciones dependientes) debe ser igual al
ntuimero de variables.

3) Sino aparece contradiccion como en 1) y hay una variable que no corresponde a un pivote,
entonces hay un niimero infinito de soluciones.

1.4.9 Ejemplo. Para un sistema de 3 ecuaciones en 3 variables, sila eliminacién nos da

donde o # 0y * es cualquier nimero, entonces hay una solucién tnica.

Si tenemos ‘
e x x| ¥k
0 o * % |,
0 0 O0'e

entonces hay un nimero infinito de soluciones.
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1.4.10 Definicion. Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si en la parte
derecha se tiene b; = 0:

apx) + ajppxs +---+ ainx, =0
a1 x; + Aro Xy +---+ arnXxn, =0
Am-1,1X1 + Am-12X2 +---+ Am-1,nXp =0
am1X1 +  ApeXe ++-+  Ampxp =0
1.4.11 Proposicion. Para un sistema homogéneo hay dos opciones:
1) la unica solucion es la solucion trivial x; = --- = x;, = 0;
2) hay un numero infinito de soluciones.

Si el nuimero de ecuaciones es menor que el niimero de variables, siempre habrd un niimero
infinito de soluciones.

Esto se sigue de la eliminacion. En este caso, en la parte derecha de la matriz aumentada
siempre estan ceros, asi que no puede salir una contradiccion.

2. Matrices

2.0.1 Definicién. Una matriz A de m x n es una tabla de ntimeros con m filas y n columnas:

ay di2 -+ dip
azy dzp -+ d2p

A= . .. .- 2.1)
aml Aam2 - Q4mn

Se dice que m x n es el tamaiio de A.

En la numeracion a;j, el indice i = 1,...,m es el numero de fila y el indice j = 1,...,n es el
numero de columna. Los nimeros a;; se llaman elementos o entradas de la matriz. También
se escribe de forma maés breve A = (a;;) en lugar de (2.1).

2.0.2 Definicién. Si m = n, entonces se dice que la matriz es cuadrada de tamafo n x n.
Dos matrices A = (a;;) y B = (b;) se consideran iguales y se escribe A = B si:
1) son del mismo tamaiio m x n,

2) susentradas enlas posiciones correspondientes son iguales: a;; = b;j paratodoi =1,...,m,
j=1,...,n.

* pa . P p p .
En este curso los «ntimeros» siempre serdn los nimeros reales o los niimeros complejos.
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2 4
3 2 -1 . .
2.0.3 Ejemplo. ( ) esunamatrizde2x3y | -6 —2|esunamatrizde3 x2.

-2 4 -
6 0 -2
2 9 -2 5 1
2.0.4 Ejemplo. (_ 45 ) y| 1 -6 3]sonmatricescuadradasde?2x2y3x3respectivamen-
8 0 3
te.
2.0.5Ejemplo. Unasolafila(a; a; --- ap)esunamatrizdel x n.

2.0.6 Ejemplo. Una sola columna
a
az

am

es una matrizde m x 1.

Ya vimos las matrices cuando hicimos célculos con la eliminacién gaussiana, ahora vamos
a definir operaciones aritméticas con matrices: sumas y productos.

2.1. Suma de matrices

Las matrices se suman «elemento por elemento» en las posiciones correspondientes.

2.1.1 Definicion. Si A = (a;;) y B = (b;;) son dos matrices del mismo tamafio m x n, entonces
susuma A + B es la matriz de m x n definida por

an + b aiz+biz - aiptbip

ap1+bz1  axp+by -+ azp+boy
A+B= (a,'j+bl’j) =

am +bm1 am2+bme - Amn+bmn

Cuando Ay B tienen diferente tamafo, su suma no esta definida.

(P B

Conviene definir la matriz que tiene ceros en todas sus entradas.

2.1.2 Ejemplo.

2.1.3 Definicion. La matriz nula de m x n es la matriz que tiene a;; = 0 paratodo i = 1,...,m,
j=1,...,n. Esta se denotard por O:

00 --- 0
00 --- 0

0= .
00 -0

15



También conviene definir, para una matriz A, la matriz cuyas entradas tienen el signo opues-
to.

2.1.4 Definicion. Para una matriz A = (a;;) de m x n, la matriz opuesta — A se define como

—ay; —adip -t —dip
—dpy —dx -t —dp
—A=(-a;j) =
—Aaml1 —A4m2 *° —Aamn
2.1.5 Ejemplo.

-6 1 4 6 -1 -4
—-|-7 -3 5 |=17 3 -5].

2 -4 -3 -2 4 3

Escribiremos A — B en lugar de A+ (—B).

2.1.6 Ejemplo.

3 6 3 -4 -4 -5 7 10 8
-6 1 6|-({1 3 0]=|-7 -2 6].
0 2 -2 6 -2 -4 -6 4 2

Veamos las propiedades de la suma de matrices.
2.1.7 Observacion. Si A, B, C son matrices de m x n, entonces
1) A+B=B+ A;
2) A+ (A =(-A)+A=0;
3) A+0=0+A=A4A;
4) (A+B)+C=A+(B+C).

Demostracion. La suma A+ B estd definida por sumas de elementos correspondientes a;; +
b;j, asi que estas propiedades son consecuencia de las propiedades conocidas de la suma de
nimeros:

1) significa que a;;j + b;j = b;j + aij;

2) significa que a;; — a;; = 0;

3) significa que a;; +0 = a;;;

4) significa que (a,-j+bij)+cij = aij+(b,-j+cij). O

16



2.2. Producto por un niimero (escalar)

Una matriz puede ser multiplicada por un ntimero; esto se define como el producto de cada
entrada por ese nimero.

2.2.1 Definicion. Para una matriz A = (a;;) y un nimero a, el producto por « se define como

adl adyip - adin

adary adry - adrn
aA= (cmij) =

aaml aamz M aamn

Para subrayar que a no es una matriz, sino un solo nimero, se dice que a es un escalar.

, (3 —2)_(6 -4
8 5) \16 10)°
Notamos que — A es lo mismo que (—1) - A.
Anotemos las propiedades de esta operacion.

2.2.2 Ejemplo.

2.2.3 Observacién. Si A, B son matrices de m x n, y a, f son niimeros (escalares), se tiene
1) 1-A=A;
2) a(A+B)=aA+aB;
3) (a+P)A=aA+BA.

Demostracion. Para las entradas de matrices,

1-aij=a;j;
a(a,-j+bij) :aaij+abij;
(a+,6)a,-j:aa,-j+,6a,-j. O

2.3. Producto de matrices

El producto de matrices es més interesante que la suma; este no se define «elemento por
elemento». Ahora vamos a dar la definicion y ver sus propiedades bésicas, mds adelante en el
curso veremos de donde vienen las férmulas y cudl es el verdadero significado del producto.

2.3.1 Definicion. Sean A = (a;;) unamatrizde mxny B = (bj;) una matriz de nx p. El producto
AB es una matriz de m x p definida por

AB = (cir), Cik=apnbix+appbog+---+ ainbug, 2.2)

parai=1,...myk=1,...,p.
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Para que el producto AB tenga sentido, A debe tener el mismo namero de columnas n que
el numero de filas de B. En el caso contrario, el producto AB no esta definido. Notamos que, si
Ay B son dos matrices cuadradas de n x n, entonces su producto AB estd definido, y es también
una matriz cuadrada de n x n.

En la férmula (2.2), los nameros a;, a;2, ..., a;, recorren la i-ésima fila de A, mientras que
los niimeros by, bok, ..., by recorren la k-ésima columna de B:

C;r = (i-ésima fila de A) x (k-ésima columna de B) =

bk
b
(ain aix -+ ain)- . | = ainbik + aipbzg + - + Ainbpk.
bnk
2.3.2 Ejemplo. Calculamos

182 [
s 102 °
-2 3

Segun la definicion, esta es una matriz de 2 x 2:

(011 012)
C21 C22

Tenemos

1

C11=(—1 8 2). 5]=(-1)-1+8-5+2-(-2) =35,
-2
—4

c2=(-1 8 2)-[ 0 |=(-1-(-4)+8-0+2-3=10,
3
1

c1=(3 1 0):| 5]=3-1+1-5+0-(-2) =8,
-2
—4

022:(3 1 0). 0 ]=3-(-4)+1-0+0-3=-12.
3

Entonces,

18



2.3.3 Ejemplo. Tenemos

(2 -1 1). _01 3 _11 i :(0 6 -5 —1).
30—222_2_3 -7 2 1 12
Por ejemplo, la entrada c;; viene de
-1
en=(2 -1 1)-[0[|=2-(-D+(-D-0+1-2=0.
2

La entrada cj, viene de
2
c2=(2 -1 1)-[0]=2-2+(-1)-0+1-2=6.
2
Dejo al lector comprobar el resto de los cdlculos.
1 0y (2 -2) (2 -2
-3 2/ \1 4] \-4 14)

2.3.5 Advertencia. Cuando Ay B son matrices cuadradas de n x n, ambos productos ABy BA
estdn definidos, pero normalmente AB # BA. Para dar un ejemplo sencillo,

AN
b 2095 D)

Para ver las propiedades del producto de matrices, nos conviene la notacién sumatoria:

2.3.4 Ejemplo.

e

o

Y Xi=xi+Xp++Xp.
1<isn

Con esta notacioén, tenemos:

l=<isn 1<i=n

= Y xix XY yi= L (xiy);
1<isn 1<isn 1<is<n

= ) ( > xij): b ( > xij)-
l<sism‘l<j<n l<sjsn‘l<ism

Podemos reescribir la formula de producto de matrices (2.2) como

cik= ), aijbj.

l=j<n
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2.3.6 Proposicion (Asociatividad). Sean A, B,C tres matrices tales que los productos AB y BC
estdan definidos. Entonces, se cumple

A(BC)=(AB)C.
Demostracién. Para que los productos tengan sentido,
= A=(a;j) debe serde m x n,
= B=(bji) debeserde nx p,
» C=(cry) debeserde pxq

para algunos m, n, p, q.
Ahora X = (x;x) = AB es una matriz de m x p con entradas

Xik= Y. Qijbjk,

1=j=n

y entonces (AB) C = XC es una matriz de m x g con entradas

> XikCke = ) ( > aijbjk)CM: 2 2 aijbjicke (2.3)

1<k=p 1<k=sp 1<j=n 1<skspl<j=n

Y = BC es una matriz de n x g con entradas

vie= Y. bjicke,
1<k=p

y entonces A(BC) = AY es una matriz de m x g que tiene entradas

Z aijyje = Z dij( Z bjkckz)= Z Z aijbjxcre. (2.4)

l=j=n l=sj=n 1<ksp l=sj=nls<ksp

Las sumas se pueden intercambiar, asi que la expresién (2.3) para las entradas de (AB) C
coincide con la expresion (2.4) para las entradas de A(BC). O

Como consecuencia de A(BC) = (AB) C, si tenemos un producto de n matrices A; Az--- Ay,
no importa c6mo se agrupan las multiplicaciones. Por ejemplo, para 4 matrices, habra 5 mane-
ras de hacer la multiplicaciéon ABCD:

((AB)C)D

(AB) (CD) (ABQC))D

A(B(CD)) A((BC)D)

Aqui cada «=» es una aplicacién de la propiedad 2.3.6, asi que las 5 expresiones son iguales.
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2.3.7 Proposiciéon (Distributividad). Para matrices A, B, C se tiene
1) A(B+C)=AB+ AC,
2) (A+B)C=AC+BC,

suponiendo que los productos estdn definidos.

La demostracion es més facil que la de 2.3.6 y se deja al lector como un ejercicio.

Resumiendo lo que hemos visto, las operaciones de suma y producto de matrices, y de pro-
ducto por un escalar, cumplen con las propiedades esperadas; la iinica diferencia importante
con las operaciones aritméticas habituales es que AB # BA.

2.4. Matrices diagonales y triangulares

2.4.1 Definicion. Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de n x n. Su diagonal consiste en las en-
tradas a;; parai=1,...,n.

Para una matriz cuadrada A = (a;;) se dice que es diagonal si A tiene ceros fuera de la dia-
gonal: a;; = 0 para i # j. Una matriz diagonal tiene forma

a)
ap

an

Aqui nos conviene no escribir los ceros.

2.4.2 Observacién. Para dos matrices diagonales de n x n el producto se calcula entrada por

entrada:
a by a1 b;

az b, az by

an by, anby,

En particular, el producto de matrices diagonales es también diagonal.

Demostracién. En la formula del producto c¢;x = }_; a;j bj los tinicos términos no nulos salen
cuando i = j = k, asi que nos quedan c;; = a;; bj;. O

2.4.3 Definicién. Sea A = (a;) una matriz cuadrada de n x n. Se dice que es triangular superior
siabajo de su diagonal estdn ceros: a;; = 0 para i > j. Una matriz triangular superior tiene forma

a) a2 -+ dip
azp -+ d2p
al’LI’l

21



Aqui nos conviene no escribir los ceros.
De la misma manera, una matriz triangular inferior es la que tiene ceros arriba de su dia-
gonal: a;j =0 parai< j.

2.4.4 Observacion. Si Ay B son triangulares superiores (resp. inferiores), entonces AB es también
triangular superior (resp. inferior).

2.4.5 Ejemplo.
3 00 -2 0 0 -6 0 O
-2 1 0|1 3 Of=|5 3 O0f.
4 21 -2 2 4 -8 8 4

Demostracion. Supongamos que A = (a; JyB= (bjk) son triangulares superiores, es decir,
aij=0parai> jybjr=0para j > k. El producto AB tiene entradas

cik= ), aijbj.

l=sj=n

Quitando los términos nulos, se quedan los a;; bji con i < j < k, asi que ¢; puede ser no nulo
solo cuando i < k.
Para las triangulares inferiores el argumento es similar. O

2.5. Matriz transpuesta

2.5.1 Definicién. Para una matriz A = (a;;) de m x n, la matriz transpuesta correspondiente
Al =(a i) es lamatriz de n x m que se obtiene intercambiando filas y columnas.

2.5.2 Ejemplo.
t ay ax
an a2 aiz|
=lai2 a2
ay dz2 azs
a3 ags

2.5.3 Observacioén. Para dos matrices A y B, si el producto AB estd definido, entonces
(AB)' =B' A",

Demostracion. Si A es una matriz de m x n'y B es una matriz de n x p, entonces A’ esde n x m
y B! es de p x n. Asi el producto B! A esté definido y tiene tamarfio p x m. Esto explica por qué
el orden de las matrices se intercambia.

Las entradas de AB son
cix= ) aijbjk.

l=j=n

Para obtener las entradas de (AB)’, hay que intercambiar los indices i y k:

Cki = Z akjbji: Z b]-,-akj.

1<j<n 1<j<n

Estas son las entradas de B A”. O
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2.6. Matrices inversas

Para la suma de matrices definimos la matriz nula O que funciona como 0 respecto a la
adicion: tenemos A+ O = O+ A = A. Ahora queremos definir una matriz que se comporta como
1 respecto al producto, y las matrices inversas que funcionan como é a= aé =1.

2.6.1 Definicion. La matriz identidad de 7 x n es la matriz I = (a;;) que tiene

0, sii#]
1 0 - 0
01 - 0

I= .

Es decir, la matriz identidad tiene 1’s en la diagonal y 0’s fuera de la diagonal.

2.6.2 Ejemplo. Las matrices identidad de 2 x 2 y de 3 x 3 serian

o)

oS O =
o = O

0
0
1
respectivamente.

El significado de la matriz identidad es la siguiente propiedad.
2.6.3 Observacion. Para cualquier matriz A de m x n se tiene

1) IA= A, donde I es la matriz identidad de m x m;

2) Al = A, donde I es la matriz identidad de n x n.

Demostracion. Para 1), tenemos I A = (c;;), donde

cik= Y. bijai,

l<sjsm
ybij=0parai# jy b;; =1, asi que nos queda ¢;; = a;. La parte 2) es similar. O

2.6.4 Definicién. Para una matriz cuadrada A de n x n se dice que es invertible si existe otra
matriz A~! de n x n tal que
ATTA=AAT =1

En este caso A~! se llama la matriz inversa.
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2.6.5 Ejemplo. Tenemos

Para comprobarlo, calculamos

2.6.6 Ejemplo. Para las matrices diagonales, suponiendo que los niimeros en la diagonal no
son nulos, tenemos

-1 1
a) -

1
an a_n

—esto viene de la férmula de producto para matrices diagonales 2.4.2.

2.6.7 Observacion. Si A~! existe, entonces es tinica.

Demostracion. Supongamos que las matrices By C ambas funcionan como inversas. En parti-
cular, BA=1, AC = I. Entonces,

B=BI=B(AC)=(BA)C=IC=C. O

2.6.8 Nota. Aqui probamos un poco mas: si para A existe una matriz B que es inversa por
la izquierda tal que BA = I, y también una matriz C que es inversa por la derecha tal que
AC = I, entonces B = C = A™! es la inversa. M4s adelante veremos que si existe una inversa
por la izquierda, esta es automdticamente inversa por la derecha, y viceversa, una inversa por
la derecha es automaticamente inversa por la izquierda. No es algo obvio, esto se verd en §2.8.

2.6.9 Observacion. Si A y B son matrices invertibles, entonces el producto AB es también inver-
tible y se tiene
(AB)y'=B7tAa™l

Un ejemplo de la vida cotidiana: primero se ponen los calcetines y después los zapatos.
Para quitdrselos, primero se quitan los zapatos y después los calcetines. Lo mismo ocurre con
las operaciones matemadticas: si AB # BA, entonces la inversa de AB debe ser (AB)"! =B~ 1 A™L.

Demostracion. Calculamos
B 1A HYAB =B A 'AB=B'IB=B'B=1.
De manera similar,

(ABB'A Hh=ABB HA '=ATA ' =AA = I O
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La misma idea se aplica al producto de n matrices:
(A At =4 ATL

2.6.10 Observacion. Si A es una matriz invertible de n x n, entonces

X1 0
Al ¢ |=
Xn 0
implica que x| = --- = x, = 0. En palabras: una matriz invertible multiplicada por una columna

no nula no puede producir una columna nula.

Demostracion. Si A es invertible, multiplicando ambas partes por A~! por la izquierda, se ob-
tiene

que

2.7. Eliminacién de Gauss-Jordan para calcular A™!

Para calcular la matriz inversa A~!, o concluir que esta no existe, la idea es considerar las
entradas de A~! como incégnitas y resolver A A~! = I. Esta ecuacién con matrices corresponde
a n? ecuaciones lineales con n? incégnitas, pero hay una manera sencilla de resolverlas simul-
tdneamente con eliminacion.

Recordemos que en la eliminacion gaussiana se usaban las siguientes tres operaciones ele-
mentales (1.4.2):

1) F; — cF;: multiplicar la fila i por ¢ # 0,
2) F; — F;+ cFj: sumar ala fila i un multiplo de la fila j, donde i # j,
3) F; < Fj:intercambiar la fila i con la fila j.

. . . . 3 . L Vd *
El siguiente procedimiento se conoce como la eliminacién de Gauss-Jordan .

“Wilhelm Jordan (1842-1899), geodesista alemdn, conocido en matematicas principalmente por su algoritmo
de eliminacio6n.
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1. Dada una matriz A de n x n, escribimos la matriz aumentada de tamano n x 2n con la
matriz A ala izquierday la matriz identidad I a la derecha:

an az - ap 10 0
Ay dzp -+ ap 01 0
(AlD= . (2.5)
| : 0
anl1 Anp2 - Qnn j 00 1

2. Aplicando las operaciones elementales a esta matriz, primero procedemos como en la eli-
minacién gaussiana y reducimos la matriz de la izquierda a la forma escalonada reducida

1

Mientras se realizan estas operaciones, la parte derecha de la matriz aumentada (2.5) se
modifica también.

Si esto no es posible y aparece algun cero en la diagonal, podemos concluir que A no es
invertible.

3. Luego, aplicando las operaciones elementales, eliminamos las entradas arriba de la dia-
gonal hasta obtener la matriz identidad

1 00
10
1

_ o O O O

4. Lo que queda en la parte derecha de la matriz aumentada es la matriz inversa A~

En la eliminacién gaussiana, la matriz aumentada tenia una columna a la derecha que con-
tenia los lados derechos de las ecuaciones, y aqui la matriz aumentada (2.5) tiene n columnas
ala derecha, lo cual corresponde a n sistemas de n ecuaciones cada uno.

Veamos algunos ejemplos concretos.

2.7.1 Ejemplo. Para calcular la matriz inversa de
4 -5
=55
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primero escribimos la matriz aumentada (A | I):

4 -5,1 0
-3 40 1)

Ahora, la eliminacion nos da como resultado

(4 5,1 O)FwiFl( IR 0)Fg—»Fg+3F1
-3 4'0 1 -3 40 1
1 =21 0\R—4pr (1 =21 0)\FA=FA+}R (1 0,4 5
0%}%1 0 1'3 4 0 1'3 4
Entonces,
4 5
_]__
T

Comprobamos que esta matriz es la inversa:
4 5\(4 -5} (10
3 4/{(-3 4) 0 1)
4 -5\(4 5
-3 413 4

2.7.2 Ejemplo. Consideremos la matriz

Il
—_——
[l )
— O
~———

5 0 -6
A=|14 0 -5
-3 1 -5

Para encontrar la inversa, usamos la siguiente eliminacion para la matriz aumentada (A | I):

5 0 6.1 0 0 1 0 -8;L g o) kA
) F—-1R 55 F3—3F
4 0 5010|——(4 0 -5,010||———
-3 1 =510 0 1 -3 1 -5'0 0 1
10 -2.% 00 10 -2,% 00
0 0 _g :_% 1 0 F,~F;3 0 1 _%: g 0 1 F3—-5F;
43 3 4
01 -23 01 00 —z'-3 10
_g\l Fz—’Fz-{-%Fg | _
10 —215 0 0) ppufp (10015 60
01 -22 0 1 01035 —43 1
00 114 -50 0014 -50
Asi,
5 -6 0
A'=135 -43 1].
4 -5 0

Se deja al lector la comprobacién de que A”! A= AA™ = 1.
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2.7.3 Ejemplo. Consideremos la matriz

4 -3 3
A=|-4 5 3].
3 -3 0

La eliminacion aplicada a la matriz aumentada (A | I) nos da:

‘ 3 31 FE—-Fh+4F
4 33100, ,, (1 -3 31300\ 5 gy
-4 5 3010f——f-45 3010|——
3 -3 000 1 3 -3 010 0 1
1 -3 31 g 9 1 -3 3.1 99
7 1 ' 1 FHolE 4 1 F3—F3+3 F
002 61 1o |2 o 51 1| BThNE
3 _9,_3 39,3
0 -3 -2.-3 901 0 -3 —7!-7 01
L =230t 00
[ 1
0 1 373 30
0 0 0/-g 51

En este punto termina el algoritmo y concluimos que A no es invertible.

La justificacién de por qué este algoritmo produce A™! siy solo si A es invertible, se encuen-
tra en la siguiente seccion (opcional).

2.8. Operaciones elementales y matrices elementales (*)

Aqui vamos a justificar el algoritmo de Gauss-Jordan.

2.8.1 Proposicion (Matrices elementales). Cada una de las tres operaciones elementales aplica-
das a una matriz A corresponde a la multiplicacion EA por la matriz elemental E correspon-
diente.

1) F; — cF;: matriz diagonal donde en la diagonal estdn 1, excepto la entrada (i, i), que es c:

1

1

2) F; — F; + cF;: matriz identidad, que ademds tiene c en la posicion (i, j), coni # j:

1
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Es decir, exp =0, salvo e =1 ye;j = c.

3) F; < F;j: matriz identidad con las filas i, j intercambiadas. Por ejemplo, para n = 3, las
matrices elementales correspondientes a las operaciones Fy — F,, F) — F3, F» < F3 son

010 0 01 1 00
1 0 0}, |01 0], |0 O 1].
0 01 1 00 010

Se deja al lector comprobar esta afirmacién; veamos cémo funciona esto en un ejemplo
particular.

2.8.2 Ejemplo. Consideremos una matriz de 3 x 3

an dpz as
A=laxn axp a3
asy dsz2 dss

Multiplicar la fila 2 por ¢ corresponde al producto

1 0 0\ fan a2 a3 an  ap a3
0 ¢ Of-lax ax ap|=|cax caxp cdax;
0 0 1) \as1 asx ass a1 az  ass

La operacion F, — F, + cF; corresponde al producto

1 0 0\ fann a2 a3 an a ais
c 1 0]- ary p2 dadys|=|dx+Ccady; axp+cayp days+ca;s
0 0 1) \az1 asx ass asi asy ass

El intercambio de filas F; — F, corresponde al producto

0 1 0\ (fan a2 a3 a1 az a3
1 0 Of-laz1 ax axs|=|an a2 ais
0 0 1) \as1 azx ass a1 dazy ass

2.8.3 Observacion. Las matrices elementales son invertibles.

Demostracién. Para 1) la inversa es la matriz similar con % en la posicion (i, i):

1

o=
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Para 2) la inversa es la matriz similar, pero con —c en la posicién (i, j):

1

Para 3) la inversa es la misma matriz. O

Entonces, la eliminacién de Gauss-Jordan puede ser vista como multiplicacion por la iz-
quierda por matrices elementales Ej, Eo,..., E, a las matrices A e I. En la matriz aumentada
(A]I) alaizquierda queda

E,---E1A=1, (2.6)

y ala derecha queda
Ep---EiI=Ey,--Ei.

La ecuaci6n (2.6) significa que el producto de matrices elementales es una inversa por la iz-
quierda de A. El algoritmo aplicado a la matriz aumentada calcula este producto paso a paso.

4 —
2.8.4 Ejemplo. Regresando al ejemplo 2.7.1, para A = (_ 3 45), los pasos de eliminacién eran

)F—1F, 2)FE—FK+3F, 3)FL—4F, 4 F —F+3F.

Las matrices elementales correspondientes son

1
E, = 4 E, = E~ = E, =
1_(0 1)’ 2_(3 1)’ 3_(0 4)’ 4_(0

Calculamos el producto

1 3Y(1 o\(1 0\(: 0\ (4 5
_ 4 4 _
By B3 B2 By @1M0JE1N0J @4}

— o
N ——

Esta es la matriz A L.

Por otra parte, la eliminacién de Gauss—Jordan sobre la matriz aumentada (A | I) resuelve
simultdneamente n sistemas de ecuaciones que, en forma matricial, son

Ax;=e;, i=1,...,n, 2.7
donde
X11 X12 X1n
X21 X22 X2n
X) = . , X2 = . ) oeey Xpp =
Xn1 Xn2 Xnn



1 0
1 0
ei=|.L€e=|.|) --en=
0 0 1
Ahora (2.7) significa que
X111 X2 ot Xip 10 0
X21 Xp2 tt Xop 01 0
A = = I,

x;/ll x”z M xnn 0 0 b 1

asi que el algoritmo obtiene una inversa por la derecha.

En conclusion, Gauss-Jordan obtiene dos matrices B y C tales que BA=1y AC = I, asi que
B=C por2.6.7y2.6.8,y esta es la matriz inversa A1

El algoritmo produce A~! si en la eliminacién no aparece una fila nula (0,...,0). Vicever-
sa, se puede ver que cuando la eliminacién produce una fila nula, la matriz no es invertible.
Supongamos que en algiin momento aparece una fila nula. Tenemos

C=E,---E1 A= (matrizcon i-ésima filanula)=|{0 0 --- 0

Las matrices elementales E; son invertibles, y si A es invertible, entonces C es invertible. Ahora

* % *
o,..., 1,...,,00C=(@,..., 1 ,...,0010 O 0}l=¢q,...,0,...,0)
i i :
* % *

Multiplicando esta igualdad por C~! por la derecha, tenemos

©,...,1,...,00cc ' =(0,...,0,...,00C".
~—— . -~ _

1 (0....,0,...,0)

Esto nos lleva a una contradiccion: en la parte izquierda esta la fila (0,...,1,...,0), pero en la
parte derecha estd (0,...,0,...,0). Por tanto, C no es invertible y A tampoco es invertible.

Esto concluye la justificacién del algoritmo de Gauss-Jordan: este produce A~! siysolo si A
es invertible. O

Anotemos una consecuencia de Gauss-Jordan en términos de matrices elementales:
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2.8.5 Proposicién. Una matriz A es invertible siy solo si es un producto de matrices elementales:
A=EE;---E,.
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A. Calculos en la computadora (PARI/GP)

Hay muchas opciones para realizar cdlculos précticos de dlgebra lineal en la computado-
ra. El sistema MATLAB es muy popular, que también tiene un analogo gratuito, Octave . Este
software se centra en cdlculos con coma flotante (por ejemplo, % se convierte en 0,3333). Para
los fines did4cticos de este curso, nos conviene usar otras herramientas que realizan célculos
con niimeros racionales. Aqui veremos cémo se usa el programa PARI/GP™ para trabajar con
ecuaciones lineales y matrices.

A.1. Matrices

Para especificar una matriz, sus entradas se escriben entre corchetes. Los elementos de una
misma fila se separan por comas y las filas se separan por punto y coma:

?7A=1[1, 2, 3; 4, 5, 6]

[1 2 3]
[4 5 6]

El producto de matrices se calcula con A*B; de manera similar, el producto por un niimero
(escalar) es cxA. La matriz inversa se calcula con A~-1, y, en general, A"n es la n-ésima potencia
paraneZ.

7A=1[1, 2; 3, 4]

[1 2]
[3 4]

?B = [0, 1; 1, 0]
% =
[0 1]
[1 0]

? A xB
% =
[2 1]
[4 3]

“https://octave.org/
“https://pari.math.u-bordeaux.fr/
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?B x A
% =

[3 4]
[1 2]

? A~-1

% =

[ -2 1]
[3/2 -1/2]

? B2
% =

[1 0]
[0 1]

Al tratar de invertir una matriz no invertible aparece un error:

? A= 1[0, 0; 0, 0]
%:

[0 0]
[0 0]
? A-1
*%%  at top-level: A~-1
KKk ~ o
*xk* _~_: impossible inverse in ginv: [0, 0; 0, O].

A.2. Solucion de ecuaciones lineales

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales, se usa la funcién matsolve (A, b).Aqui A
es la matriz de coeficientes y b es la columna que representa el lado derecho del sistema.

[2 -1 1]
[1 1 -1]
[1 -3 1]
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?b=[4; 2; -2]
Y =
[ 4]
[ 2]
[-2]

? matsolve(A, b)
Y =
[2]
[2]
[2]

Esto también funciona con variables en lugar de valores numéricos:

? matsolve([a, b; c, d], [b_1; b_2])
o/o =

[(-b_2*b + b_1*d)/(d*a - c*b)]

[ (b_2%a - b_1xc)/(d*a - cx*b)]

Cuando la matriz de coeficientes no es invertible, matsolve produce un error:

?A=1[0, 3, 1; 3, 2, -1; -3, 1, 2]
% =

[ 03 1]

[ 32 -1]

[-31 2]

?7b=[4; 4; 1]

Y =

[4]

[4]

[1]

? matsolve(A, b)
*x**  at top-level: matsolve(A,b)
Kk N

*x** matsolve: impossible inverse in gauss: [0, 3, 1; 3, 2, -1; -3, 1, 2].
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